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ENVELOPPE GALOISIENNE 
D’UNE APPLICATION RATIONNELLE DE 

GUY CASALE 


Introduction 

Dans inn et [M2j B. Malgrange definit la V-enveloppe, on enveloppe galoisienne, de 
divers systemes dynamiques analytiques (feuilletage, champ de vecteurs, transformation 
rationnelle ...) sur une variete analytique complexe lisse. Heuristiquement, il s’agit du 
systeme maximal d’equations aux derivees partielles portant sur les diffeomorphismes 
locaux de cette variete verifiant les deux conditions suivantes : 

- les solutions locales de ce systeme sont stables par inversion et composition, 

~ le systeme dynamique est solution (infinitesimale) de ce systeme. 

Dans le cas des feuilletage, cette objet est fortement lie a I’existence d’integrales premieres 
d’un type de transcendance particulier (voir |02j h Dans le cas des equations differentielles 
lineaires, la D-enveloppe redonne le groupe de Galois differentiel d’une extension de 
Picard-Vessiot f |Mlj . voir aussi El). 

Dans cet article nous donnons la liste des transformations rationnelles de ayant une 
V-enveloppe non triviale, c’est-a-dire definie par an moins une equation non nulle. 

Theoreme principal. Les seules applications rationnelles de P^ dans P^ ayant une V- 
enveloppe non triviale sont, a conjugaison par une homographie pres, les monomes, les 
polynomes de Tchehitchev et les exemples de Lattes. 

La construction de ces applications sera rappelee dans la premiere partie et les defi¬ 
nitions de D-groupoide de Lie et D-enveloppe, dans la deuxieme. Nous constatons que 
cette liste est celle des applications rationnelles admettant un commutant non trivial 
(IHlFlIIlIll)- Par analogie avec I’integrabilite des systemes hamiltoniens, les applications 
rationnelles ayant un commutant non trivial sont appelees “integrables” (jVj). D’autre 
part, dans le contexte de cet article I’appellation “integrable” est justifiee par le fait que 
plus la V-enveloppe est petite moins la dynamique est “transcendante”. 

1. Quelques rappels de dynamique holomorphe pmj 

Soit i? : P^ —P^ un application rationnelle de la droite projective. An voisinage d’un 
point p fixe {R{p) =p), repulsif (|i?'(p)| > 1), cette application est linearisable. 

Theoreme 1 (de linearisation de Koenigs). Soit f : (C, 0) —>• (C, 0) telle gue |/'(0)| > 1. 
II existe une unigue application 'h : (C, 0) —>• (C, 0) telle gue 

'l/'(0) = 1 et \l/“^ o / o 'h(ia) = f'{0)w. 

On appelle d' la linearisante de Koenigs en p. 

L’ensemble de Julia de R est I’ensemble J'r des points an voisinage desquels la famille 
n’est pas normale. Les points fixes repulsifs des fractions R°"‘ appartiennent a 
cet ensemble. Plus precisement, on a le theoreme suivant. 
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Theoreme 2. Pour toute fraction rationnelle R de degre au moins deux, les points fixes 
repulsifs des iterees R°"' sont denses dans Jr. 

Soit p un point fixe repulsif. La linearisante de Koenigs s’etend par les formules 

L’image de ce prolongement est egal a — i? on i? est I’ensemble exceptionnel, c’est- 
a-dire, I’ensemble de points q dont les preimages R~'^{{q}) n’accumulent pas I’ensemble 
de Julia de R. Lorsqu’il est non vide, cet ensemble est reduit a un on deux points. 
L’application J/ definie un revetement ramifie de P^ — K' par C qui “semi-conjugue” R a 
sa partie lineaire en p : 

o = ^(^Rfip)w). 

Nous allons maintenant donner des exemples d’applications rationnelles particulieres. 
La construction de ceux-ci se fait a partir de leurs linearisantes. 

Les monomes. Considerons I’application exponentielle exp : C —P^ —{0, cxo} et sur C la 
transformation w i—*• kw, on k est un entier. On construit une application rationnelle Mk 
sur P^ en posant Mk{expw) = exp{kw). Cette application est evidemment I’application 
monomiale mais son caractere rationnel pent se montrer a priori en utilisant les 
formules d’additions de la fonction exponentielle. L’ensemble Juf, est le cercle unite. 
Le point “1” est un point fixe repulsif dont la linearisante de Koenigs se prolonge en 
I’application exponentielle. 

Les polynomes de Tchebitchev. Considerons cette fois I’application cosinus cos : 
C —> P^ —{cxo}. Des formules d’additions satisfaites par cette application, on pent deduire 
I’existence de polynomes Tk verifiant (costa) = cos(fcta). L’ensemble Jt,. est le segment 
[—1,1]. Le point “1” est un point fixe repulsif dont le linearisante de Koenigs se prolonge 
en I’application cosinus. 

Les exemples de Lattes. Soit p : C —P^ la fonction de Weierstrass associee a 
un reseau A. Cette fonction satisfait aussi des formules d’additions. Celles-ci permet- 
tent de montrer qu’il existe des fractions rationnelles satisfaisant Lk(pw) = p{kw). 
Plus generalement on appelle exemple de Lattes toute application rationnelle L telle 
qu’il existe un tore complexe C/A, une isogenie de ce tore R et une fonction elliptique 
p : C/A —P^ tel que p o I\ = Lop. L’ensemble Jr est P^ car tons les points sont 
“expansifs”. 

Le theoreme suivant du a Fatou [F], Julia jjj, Ritt IQ et Eremenko jEj (voir aussi 
ESI) donne une caracterisation de ces applications rationnelles. 

Theoreme 3. Soient Ri et R 2 deux fractions sur P^ verifiant 

Ri o R 2 = R 2 o Ri 


et 

RR^ 7^ R°fi''^ pour tout entier ni et n 2 . 

Alors on est dans un des cas suivants : 

- Ri et R 2 sont des monomes a multiplication par une racine de I’unite pres, 

- Ri et R 2 sont des polynomes de Tchebitchev au signe pres, 

- Ri et R 2 sont des exemples de Lattes. 
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2. QuELQUES rappels SUR la notion DE P-GROUPOi'DE DE Lie sur 


Pour une introduction aux notions de P-groupoi'de de Lie et "D-algebre de Lie, le lecteur 
pourra consulter jM2j et pour plus de details jMlj . 


2.1. Structure differentielle et algebrique de J*(P^). 

Nous noterons Jfc(P^) I’espace des jets d’ordre k d’applications inversibles de P^ dans 
P^. Si on choisit deux cartes (f/, x) et (V, y) de P^, un jet d’ordre k s’ecrit (x, ?/, j/i,..., yk) 
avec yi ^ 0. L’anneau 0{U x V)[yi, ... ,yk] est I’anneau des equations differentielles 
d’ordre k sur les jets d’applications inversibles de U dans V. On munit ainsi P^ x P^ d’un 
faisceau d’anneaux Oj*(piy Les inclusions naturelles Oj*(pi) C C>j*^ppi) permettent de 
definir (Pjqpi) = limC>j*(pi) le faisceau d’anneaux des equations differentielles portant 
sur les applications inversibles de P^ dans P^. Ces anneaux sont munis d’une derivation 
D : Oj*(pi) definie en coordonnees locales par : 


D(E) 


dE 

dx 



BE 

dyk 


Vk+i- 


Un systeme d’equations differentielles sur les applications inversibles de P^ dans P^ est 
un faisceau d’ideaux X de (Pj*(pi) coherent (be. les X^ = X fl Clj*(pi) sont coherents) 
differentiels (be. stable par D) et reduits. 

L’espace Jfc(P^) est muni d’une structure de groupoi'de donnee par : 

- les deux projections s, f, sur P^, 

- une composition c : (P^) Xpi Jfc(P^) —>■ ^fc(P^) definie sur les couples de jets {h,g) 

tels que t{h) = s{g) par les formules habituelles : 


c{{x, y, yi,...), {y, z, zi, ...)) = (x, z, zm ,...), 

- une identite e : P^ —> Ufc(P^) donnee par e(x) = (x, x, 1,0 ...), 

- une inversion i : Jfc(P^) —^ definie par i(x, y,yi...) = {y, x, |/f ^...), 

le tout verifiant certains diagrammes commutatifs que nous ne rappellerons pas i jMckj ). 
Toutes ces fleches sont compatibles aux faisceaux d’anneaux construits precedemment 
dans le sens ou elles induisent des fleches s*, t*, e*,i* et c* entres les anneaux Opi, C>j*(pi) 
et compatibles aux injections Oj^qpi) C C>j*^ppi). 


2.2. X>-groupoide de Lie. 

Les dehnitions suivantes sont issues de |Mlj . 

Definition 4. Un groupoi'de d’ordre k sur P^ est donne par un faisceau d’ideaux coherent 
Xfc de Oj*(pi'i tel que : 

(1) Xfc C Ker{e*), 

(2) UXfc C Xk, 

(3) c*Xk C Xk ®c>pi 1 + 1 Xfc (la somme etant prise comme somme d’ideaux). 

Cette dehnition est naturelle mais en pratique trop restrictive pour I’utilisation que 
nous avons en vue. Une equation differentielle sur P^ admettant des singularites, I’inclu- 
sion (3) n’est pas forcement verihee au voisinage de ces points. II faut alors utiliser la 
dehnition plus souple suivante. 

Definition 5. Un X)-groupoi'de de Lie sur P^ est donne par un faisceau d’ideaux X de 
dj*(pi) tel que 
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- Xfc = X n C>j*(pi^ipi) soient coherents, 

- X soit stable par derivation, 

- il existe un entier k et un ensemble analytique ferme Z dans tels que 

(i) pour tout k, verifie ( 1 ) et ( 2 ) de la definition^ 

(a) sur tout voisinage de {x,y,z) G (P^ — Z) x (P^ — Z) x (P^ — Z), on a (3). 

L’exemple le plus simple est celui donne par Tequation S{y) = 2^ — 3 = 0. Les 

formules classiques sur la derivee schwartzienne : 

^(c((a;, y,...), {y, z,.. .))) = S{y,z,.. .){yiY + S{x,y,.. .) 

donne les inclusions voulues. Ici I’ensemble Z est vide. Neanmoins le theoreme [7| ci- 
dessous donne des exemples on cet ensemble est non vide. Lorsque X ne contient pas 
d’equation d’ordre zero, le X-groupoi'de de Lie est dit transitif. 

2.3. X-enveloppe d’une application rationnelle. 

Definition 6 . Soit i? : P^ —> P^ une application rationnelle. Sa V-enveloppe est le plus 
petit des V-groupoi'des de Lie dont R est solution. Lorsque I’ideal de ce V-groupoi'de n’est 
pas (0), nous dirons que la V-enveloppe est non triviale. 

L’existence d’un plus petit X>-groupoide de Lie parmi une famille de X-groupoides de 
Lie est prouvee en toute generalite dans |Mlj . 


3. Les X-groupoides de Lie sur P^ 

Le theoreme suivant f |(llj l donne la forme des equations engendrant I’ideal d’nn X- 
gronpoide de Lie an-dessus d’nn disqne A. Pour un ideal X de (Pjqpi), nous noterons 
encore X I’ideal qn’il engendre dans le faiscean des equations differentielles meromorphes 
“en X et en i/” c’est-a-dire dans Atpi ®(cipi,s*) C>j*(pi) ®(c>pi 4 *) Atpi. 

Theoreme 7. SoitX I’ideal d’un V-groupoi'de de Lie transitif au-dessus d’un disque A. 
II est differentiablement engendre par une seule equation meromorphe d’ordre inferieur 
ou egal a trois d’une des quatres formes suivantes : 

(1) 'g{y){yi)^ — v{x) = 0 avec n entier et rj meromorphe sur A, 

( 2 ) pj{y)yi + ~ = 0 /i meromorphe, 

(3) i'{y){yiY + 2|^ — 3 ~ v{x) = 0 avec v meromorphe, 

(cx)) 0 = 0 

Les V-groupoides de Lie correspondants seront respectivement note G"(?/), G 2 (/i), Gfiu) 

^t G oo. 

Lorsqn’on effectne un changement de coordonnee, ces eqnations sont soumis aux trans¬ 
formations snivantes. 

Proposition 8 . Soient ip : Ai —>■ A 2 un diffeomorphisme et Xi une coordonnee sur Aj. 
L’application p donne naturellement une application : J^(Ai) —J^(A 2 ). L’image 
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reciproque par ip d’un V-groupoi'de de Lie sur A 2 est un V-groupoi'de de Lie sur A 2 . II 
est donne par I’une des equations suivantes : 

ip*Go{h) = GqQi o ip) 
ip*G^{r]) = G^{r] o ip{ip')^) 

ip*G2{p) = G2(/^ O 'L'l' + 
ip*G^{u) = ^3(1/ o ip{ip')‘^ + S{ip)) 

oil S{ip) est la derivee Schwartzienne de ip par rapport a la coordonnee xi. 

Nous aliens nous interesser aux equations d’un P-groupo’ide de Lie sur Le resultat 
suivant est un corollaire du theoreme ??. 

Proposition 9. Soit I I’ideal d’un V-groupoide de Lie transitif au dessus de II est 
dijferentiablement engendre par une des equations suivantes : 

( 1 ) ri{y){yi)"‘ — rj{x) = 0 avec n entier, 

(2) y{y)yi + f - = 0, 

(3) + -3(f)'-Kx) = 0, 

(CX)) 0 = 0 . 

avec rj, y et v rationnelles. 

Preuve. - Montrons cette proposition dans le cas (3), les autres cas se montre de la 
meme maniere. Sur chaque “disque” U = — {cc} (de coordonnee x) et V = P^ — {0} 

(de coordonnee x = I), I’ideal d’un P-groupoi'de de Lie d’ordre trois est engendre par 
une equation de type (3) : G^iv) sur lA et Gsiv) sur V. D’apres la proposition |Hl ces deux 
equations sont reliees par I’identite : P(y);^ = p(x). Ceci prouve la rationnalite de u. 

Remarquons qu’on pent etablir une preuve independante du theoreme [3 a partir du 
fait qu’un P-groupo’ide de Lie transitif est le groupoi'de d’invariance d’une structure 
geometrique et que celle-ci soit compltement determinee par le groupe d’isotropie d’un 
point. Dans le cas non-singulier, nous renvoyons le lecteur a jKj et pour I’adaptation au 
cas rationnel a j(12j . □ 


4. Preuve du theoreme principal 

Remarquons d’abord que la P-enveloppe d’une homographie est non triviale. En effet, 
dans ce cas, R est solution de (^ 3 ( 0 ) d’equation S{y) = 0. Nous supposerons done que R 
n’est pas une homographie. 

Dans un premier temps, nous allons supposer que R est solution d’une equation 
differentielle G 2 {y) et etablir le lemme suivant. 

Lemme 10. Une transformation rationnelle R de est solution d’un R-groupo'ide de 
Lie G 2 {y) si et seulement si R provient du passage au quotient par un sous-groupe d’ap- 
plication affine d’une dilatation de C. 
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Preuve. - Quitte a remplacer R par nous pouvons trouver un point p G 
en dehors des poles de /i, fixe et repulsif. Le theoreme de Koenigs nous permet alors de 
construire une linearisante locale holomorphe que nous etendons a C : 

d' : C —>■ P^ — verifiant \['(Az) = Ro^ et = 1. 

D’apres la proposition |H1 himage reciproque par 'h du "D-groupoide de Lie G 2 {n) est le 
P-groupoide de Lie au-dessus de C : G 2 (h) on 

i]/" 

71 = (/i o . 

La fraction R etant solution de G 2 {fi), I’homothetie z ^ Xz est solution de G 2 (h) d’ou 

7 I(A 2 ;)A = JI^z). 

Comnie |A| > 1, I’egalite ci-dessus implique I’existence d’une constante c telle que Rlz) = 
Ayant suppose /i(p) fini et d^'(O) = 1, 71 ( 0 ) doit etre fini ce qui force Ji a etre nul. 
L’image reciproque de G 2 (/^) est done le "D-groupoide de Lie ^ 2 ( 0 ), d’equation ^ 
dont les solutions sont les applications affines de C. Considerons deux point p et g de C 
qui ne sont pas des points critiques de 'L tels que d'(p) = d'(g). II existe une application 
locale 7 : (C,p) —>• (C, g) verifiant 'L o 7 = Par construction de JI, cette application 
7 laisse le P-groupoi'de de Lie (^ 2 ( 7 ^) invariant. La proposition |S1 7 est solution de G 2 (jl) 
done est une application affine. 

Le groupe G = {7 | 'L o 7 = d'} est un groupe d’applications affines qui agit transi- 
tivement sur les fibres de 'L. Ces fibres etant discretes, ce groupe est discret. 

Nous avons une condition necessaire pour que la "D-enveloppe de R soit de la forme 
G2(p). 

Montrons que cette condition est aussi suffisante. Considereons d' : C — PI une 
linearisante de Koenigs de R et ^ 2 ( 0 ) le groupoi'de des transformations affines de C. 
Localement, on pent ramener par une determination de le P-groupoi'de de Lie ^ 2 ( 0 ) 
en un P-groupoi'de de Lie au-dessus d’un ouvert de PL D’apres la proposition |H1 ce V- 
groupoi'de de Lie est G 2 ( ) et R en est une solution (lorsque cela a un sens). 

II nous suffit de verifier que I’equation de ce groupoi'de est en fait rationnelle, e’est-a-dire, 
pour tons les groupes G que I’on pent rencontrer, verifier que est rationnelle. 

Considerons le reseau A = {6 | (z z + b) E G}. On obtient une factorisation de d' : 

C ^ C/A ^ pi 

La derniere application induite par d' est une fonction meromorplie sur C/A invariante 
sous Paction de G/A. En utilisant la liste des sous-groupes discrets d’applications affines, 
on obtient la liste suivante d’applications : 

( 1 ) A = {0} et G est un groupe fini de rotation : 

"^{z) = z^ , R est une homothetie et /x = 0. 

(2) A = Z et G = A : 

'l/(z) = exp(277rz), R est un monome et fi(z) = 

(3) A = Zet G/A = {+1,-1} : 

\P(^) = cos(277r2;), R est un polynome Tchebitchev et fi{z) = 
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(4) A = Z + Zr (At > 0) et G/A = {+1, -1} : 

^/(z) = p{z) {p est la fonction de Weierstrass associee au reseau A et solution de 
(p')^ = 4p^ + g 2 p + gs pour des constantes g 2 et gs definies par A ), R est un 
exemple de Lattes et fi{z) = 


(5) A = Z + Zi et G/A = {+1, i, —1, —i} : 

dans ce cas g^ = 0, = p{zf et p(z) = 

(6) A = Z + Zj et G/A = ; 

dans ce cas g 2 = 0, 4'(2;) = p'{z) et /i(z) = 

(7) A = Z + Zj et G/A = {+1, j, -j, -f, -1} : 

dans ce cas g 2 = 0, = p{zf et n{z) = 


□ 


Lemme 11. Aucune transformation rationnelle de n’a de V-enveloppe de type (3) 

Preuve. - Supposons que R soit solution d’un P-groupoide de Lie Gz{v). En 
procedant comme precedemment, on obtient une linearisante locale 4/ par le theoreme 
de Koenigs que I’on prolonge en un revetement C —>■ P^. L’homothetie z ^ Xz etant 
solution de I’image reciproque de Gs^u) par 'L : G 3 (I 7 ). On a I’egalite : 

v{Xz)X‘^ = v{z), 

d’ou on deduit qu’il existe une constante c telle que V = ^. Comme 17(0) est fini, on 
a z7 = 0. L’image reciproque de G^^u) est le groupoi'de des homographies. Soit 7 un 
germe d’application verifiant 4/07 = 4 /. On etablit comme precedemment que S'( 7 ) = 0 
et done que 7 est une homographie. II existe done un sous-groupe G des liomograpliie 
qui agit transitivement sur les fibres de 4/. Ces fibres de 4/ etant des sous ensembles 
discrets de C, G ne pent etre compose que d’applications affines. On obtient la meme 
liste d’application que pour les solutions de "D-groupoide de Lie de type (2). On en deduit 
qu’aucune application rationnelle n’a de H-enveloppe de type (3). 

□ 


5. REMARQUE 

1 - Une caractGisation a priori partant sur le H-enveloppe de R de I’existence d’un 
commutant non trivial est necessaire pour aborder I’etude des applications rationnelles 
en dimension superieure. Une condition necessaire semble etre que la H-enveloppe soit 
localement Faction d’un groupe sur un espace liomogene. Cette condition n’est pas suff- 
isante au vue des travaux de ESI. Le groupe de Lie semble devoir etre un groupe de 
transformation affine (voir aussi [VjL 

2 - Sur une courbe algebrique, I’etude de la "D-enveloppe d’une correspondance reste 
a faire f jC-Uj L II est trivial de verifier que les correspondances modulaires ont une R- 
enveloppe non triviale. En utilisant les resultats de jMaj , on verifie que si la "D-enveloppe 
d’une correspondance est non triviale et non singuliere (Le. G^{v) avec v holomorphe) 
alors la correspondance est modulaire. Le cas des correspondances ayant une "D-enveloppe 
singuliere reste obscur. 

3 - L’equation de la linearisante de Koenigs est une equation aux g-diffGences non 
lineaire et autonome. Une etude de la P-enveloppe des systemes dynamiques provenant 
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d’equations aux differences on aux g-differences permettrait de relier 1’ “integrabilite” 
d’une transformation rationnel a 1’ “integrabilite” de ses linearisantes de Koenigs (on nor- 
malisantes de Poincare). 
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